Wykorzystanie przedziatow ufnosci
do oceny liniowosci charakterystyki
przetwarzania przetwornikow

pomiarowych

1. Wstep

W wielu zagadnieniach praktycznych, badania zwiazku mie-
dzy zmiennymi losowymi X, i X; sprowadzaja sie czesto do
wykrycia zwiazku pomiedzy pobudzeniem X, a obserwowa-
nym skutkiem Y, czyli odpowiedzig danego uktadu fizycznego.
Badamy wowczas zwigzki pomiedzy zmiennymi X i Y. Pomiary
tych wielkosci mozna traktowac jako wspotrzedne punktow
na plaszczyinie.

Analiza korelacyjna pozwala wyznaczyc stopieri powigzania
miedzy badanymi zmiennymi losowymi. Potrzebny jest jednak
opis, na podstawie ktorego mozna by dokonac przewidywarn
w odniesieniu do jedne] zmiennej przy zatozeniu wartosci po-
zostatych zmiennych. Aby zatem okreéli¢ zaleinosci funkcyjne,
nalezy razne wartoéci zmiennej zaleznej, jaka jest zmienna
losowa Y, zastapi jedng wartoscia. Zatdzmy, Ze wartoscia tg
bedzie warunkowa wartosc oczekiwana:

E(vlx =) 1)

Jest to wartos€ oczekiwana zmiennej losowej Y, gdy zmienna
losowa X przyjmuje wartosé x. Warunkowa wartosc oczekiwa-
na jest wiec funkcja zmiennej niezaleznej X

E(rx =x)=1() <

Funkcje fix) nazywamy funkcjg regresji pierwszego rodzaju,

a Jej graficzny obraz - linia regresji pierwszego rodzaju.

W ogdlnym przypadku funkcja regresji moze miec bardzo
ztozong postac. Dlatego w praktyce rozpatruje sie tylko pewne
klasy funkeji, ktérych ksztatt mozna okreslié. Najczesciej stoso-
wang funkcja jest liniowa funkcja regresji o réwnaniu

fx)=0+p x (3)
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Obrazem graficznym takiej funkcji jest prosta, jezeli spetniony
jest warunek, ze wspdlczynnik korelacji miedzy zmiennymi X

i Y jest rowny jednosci p = 1. Jezeli ten warunek nie jest spet-
niony, to linia regresji pierwszego rodzaju nie jest linig prosta.
Szukamy zatem takiej funkcji liniowej, ktérej obrazem graficz-
nym bedzie prosta, rdwniez dla p = 1.

Poniewaz przebieg funkgji f{x) wyznaczaja parametry a i 3, to
szukamy takich ich wartosci, aby wartosc funkcji f{x) byta jak
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najblizsza wartosci y. Zatozenie to realizuje sie zwykle przyj-
mujac, ze wartosc oczekiwana kwadratu odchylen y od warto-
sci funkgji fix) powinna osiagnac minimum.

Ely - /G = min @

Po spetnieniu tego warunku funkcja f(x)=0 + B - x staje sie
funkcja regresji drugiego rodzaju i stanowi pewne oszacowa-
nie funkcji regresji pierwszego rodzaju. Blad tego oszacowania
mozna przedstawié w postach:

e =5y~ /G B

Obrazem graficznym funkcji regresji drugiego rodzaju jest
prosta. Mozna wiec méwic o regresji liniowej réwniez wow-
czas, gdy p = 1. Jezeli p = 1 obie linie regresji, pierwszego

i drugiego rzedu, pokrywaja sie.

Parametr § nazywamy wspolczynnikiem regresji. Jest to
wspotczynnik katowy prostej, rowny tg y, gdzie y jest katem
zawartym pomiedzy osig x i prosta. Gdy y > 0, prosta jest ro-
snaca, gdy y < 0 - malejaca.

Parametr a nazywamy wspétczynnikiem przesuniecia.

2. Empiryczna prosta regresji

Estymatory parametréw a i § wyznaczamy z proby i oznacza-
my symbolami, odpowiednio a i b. Réwnanie regresji okreslo-
ne na podstawie wynikéw z préby przyjmuje wowczas postac:

y=a+b-x (6)

Oznaczmy symbolem y' wartosé uzyskana z réwnania regresji
po podstawieniu za x wartosci x;:

y=a+b-x (7

Jak wynika z tego zapisu i-ty element préby ma dwie wartosci
cechy Y: y; - zmierzong i y' - przewidywana. Wartoscite na
ogot réznia sie miedzy sobg. Natomiast linia regresji powinna
byc tak przeprowadzona, aby suma kwadratdw réznic pomie-
dzy y; a y' byta minimalna.

e=3(>) =S 01-a-b-x)'=min  ®

Kryterium doboru prostej regresji teoretycznej, minimalizujace
wartosc oczekiwana kwadratu réznicy E[v - f (x}] *, zastepu-

Jjemy warunkiem minimalizacji sumy kwadratdw, stosujac zna-

ng metode najmnigjszych kwadratow. Wartosci parametrow

a i b uzyskujemy rozwigzujac uktad rownan:

E=n, E=n (9)
ab da
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Rozwigzaniem tego uktadu réwnan sa:
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spelniaja réwnanie y = a+ b- x. Wowczas wyrazeniana a i b
mozna przeksztalci¢ do postaci:

Zﬁ:(xr‘_ ;) (}'.- _;)

b=H
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a=y—b-x (12)

Jezeli licznik i mianownik wyrazenia na b podzielimy przez

n - 1, otrzymamy:
5 L_IZNIIJ - ;)2

- w mianowniku wariancje cechy X - n—15
— L] - J—
- w liczniku kowariancje Sy = L Z('i_x) ( V= _-,;)
cech XiY n—15a

Wowczas parametr b mozna zapisac jako
Poniewaz kowariancja zmiennych losowych niezaleinych jest
rowna zero, to dla niezaleznych X i Y wspolczynnik regresji
b=0.

3. Niepewnosic oceny estymatordow regresji

Zaktadajac rozktad normalny zmiennej ¥, przy danej wartosci
zmiennej X mozna wykazac [1], ze parametry a i b 53 nieobcia-
Zonymi estymatorami odpowiednio a i B, przy czym ich
rozktad z proby zwiazany jest z rozkladem Studenta dla

m=n - 2 stopni swobody. Pozwala to na wyznaczenie prze-
dziatéw ufnosci dla a i 8, oraz dla wartosci funkcji fix) dla okre-
slonej wartosci x - x;. Dokonujac obliczen dla wielu wartosci
x otrzymuje sie przedziat ufnosci dla catej wyznaczonej linii
regresji.

Przedziaty ufnosci wyznaczono zgodnie z zaleznosciami [2]:

Pla-U, <o <a+lU,)=1-a (13)
PB-U, <P <b+U,)=1-u (14)
P(y‘—U,<f(x}<y'+U,)=]—a (15)



Mozna wykazac, Ze niepewnosci rozszerzone U 53 opisane
zaleznoéciami:

(16)

(17)

(18)

gdzie:

Sy. - jest odchyleniem standardowym z préby obserwowa-
nych wartosci y; wzgledem ',

f.» -iestzZmienng standaryzowang zmienng Studenta odczy-
tywana z tablic rozkladu Studenta dla prawdopodobienstwa

1 -a iliczby stopni swobody m=n-2.

4. Przyklad obliczeniowy

W celu lepszego zrozumienia prezentowanej tematyki zo-
stanie przedstawiony przykltad obliczeniowy, ktéry pozwoli
przyblizyé praktyczne wykorzystanie przedziatow ufnoéci do
oceny liniowosci charakterystyki przetwarzania przetwomnika
pomiarowego.

W badaniach wykorzystano wyniki uzyskane podczas badar
charakterystyki przetwarzania przykladowego czujnika
TMP-01, ktory nalezy do najnowszej generacji uktadow lacza-
cych wilasnosci czujnika i regulatora temperatury. Czujnik ten
generuje napiecie wyjsciowe - U, proporcjonalne do tempe-
ratury bezwzglednej T mierzonej przez czujnik.

Wyniki przeprowadzonych pomiardw zaleznosci napiecia
wyjéciowego z czujnika Uy, w funkcji zadawanej temperatury
T przedstawiono w tablicy 1.

Na rys. 1 zaprezentowano, w postaci punktéw pomiarowych,
charakterystyke przetwarzania Uy, = f(T) badanego czujnika-
-regulatora temperatury.

Jak wynika z rys.1 istnieje wyrazna liniowa tendencja zwiek-
szania si¢ napigcia wyjsciowego z czujnika Uy, w funkgji war-

tosci temperatury T. Na podstawie wynikdw z proby zawartych

Tablica 1. Zestawienie wynikdw pomiaréw obrazujgcych
wplyw zadanej temperatury T na wartosé napiecia wyj-
sciowego U, badanego czujnika.

T
L.p. Uy
esC v

1 30 1,508
2 35 1,535
3 40 1,560
4 45 1,584
5 50 1,607
6 55 1,626
7 60 1,648
B 65 1,684
9 70 1,706
10 75 1,730
11 80 1,748
12 85 1,767
13 a0 1,804
14 a5 1,828
15 100 1,841
16 105 1,866
17 110 1,904
18 115 1,926
19 120 1,962

w tablicy 1 wyznaczono estymatory wspdiczynnika korelacji
dla zmiennych T U, dla badanego zakresu temperatur.

Po wykonaniu obliczeri otrzymano 7, =0,999.

Przyjeto zatem rownanie regresji liniowej dla opisu zaleinosci
pomiedzy temperatura T a wyjsciowym napigciem U, z czuj-
nika TMP-01.

Liczbowe wartosci parametrdw a | b wyznaczono korzystajac
z metody najmniejszych kwadratow. Zgodnie z ta metoda
wartosci parametréow dobrane zostaty tak, aby minimalizowad
sume kwadratow roznic miedzy wartosciami obserwowany
U, a estymowana wartoécig oczekiwang U, =a+5-T.
Korzystajac z zaleznosci (15), (18) i (19), dokonujac obliczen dla

18

18

Uy, WY

1.7

15

Rys. 1 Statyczna charakterystyka przetwarzania badane-
go czujnika przedstawiona w postaci punktéw pomiaro-
wych
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Rys. 2 Wyznaczony przedzial ufnosci dla linii regresji,
z zatoZonym prawdopodobierdstwemn 1 -ag = 0,95

wielu wartoscl T, otrzymano przedziat ufnosci dla catej wyzna-
czonej linii regresji z zalozonym prawdopodobieristwem 1 - a.
Na rys. 2 przedstawiono wyznaczony przyktadowy przedziat
ufnosci, dla prawdopodobieristwa 1 - a = 0,95 w badanym
zakresie temperatur.

5. Podsumowanie

Otrzymane wyniki pomiarow, przykladowo zaprezentowane
na rys. 1, éwiadcza o dobrej liniowosci badanego czujnika.
Uzasadniato to przyjecie modelu liniowego do opisu charakte-
rystyki przetwarzania omawianego czujnika-regulatora.
Uzyskany przedziat ufnosci, dla prawdopodobieristwa

1 - a =095 przedstawiony na rys.2 wskazuje na dobra doklad-

nos¢ modelu w postaci linii regresji, wyrazajacego zaleznosc
napiecia Uy, na wyjsciu czujnika od temperatury T mierzonej
przez czujnik. Im wartosc¢ przedziatu ufnodci jest mniejsza,
wowczas aproksymacja charakterystyki przetwarzania jest
bardziej doktadna.

Przedstawiona w pracy metoda oceny liniowosci charakte-
rystyki przetwarzania, za pomocg przedziatéw ufnosci, jest
jedna z mozliwych metod. Przyjecie okreslonego modelu réw-
nania podajacego zwiazek pomiedzy wartosciami zmiennych
pochodzacych z pomiardw implikuje okredlonymi wartosciami
bteddw. Przyjecie modelu liniowego do opisu charakterystyki
przetwarzania badanego separatora optoelektronicznego, jest
czesto stosowane w praktyce ze wzgledu na jego prostote.
Ostateczna decyzja o doborze réwnania, przyblizajacego dane
uzyskane w trakcie pomiardw, zalezy oczywiscie od ekspery-
mentatora. Musi on dokonac wyboru pomiedzy zadang war-
toscia bledu aproksymacji a prostota réwnania podajgcego
zwigzek pomiedzy wartosciami zmiennych pochodzacymi

Z pomiarow.
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